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Øàíîâíі äåñÿòèêëàñíèöі òà äåñÿòèêëàñíèêè!

Математика є основним засобом у багатьох галузях науки і техніки.
Без математики не можуть існувати медицина, економіка, машинобу-
дування. Певних знань з математики та готовності їх застосовувати ви-
магає й вивчення багатьох шкільних навчальних предметів. Наприклад,
без математики неможливо уявити фізику, хімію, інформатику. Сучасний
ринок праці, отримання якісної професійної освіти, продовження освіти
на наступних етапах також потребують володіння певними прийомами
математичної діяльності та навичками їх застосування до розв’язуван-
ня практичних задач. Тому одне з головних завдань курсу математики
старшої школи – допомогти кожному з вас досягти такої практичної ком-
петентності, яка б забезпечила готовність до повсякденного життя, до
найважливіших видів суспільної діяльності, до оволодіння обраною про-
фесією. Підручник, який ви тримаєте в руках, допоможе вам у цьому.

Для зручності матеріал підручника структуровано за допомогою роз-
ділів, параграфів, рубрик. Кожен параграф містить теоретичний мате-
ріал, зразки розв’язування задач і виконання вправ, запитання до те-
оретичного матеріалу, завдання для класної і домашньої робіт тощо.
Теоретичний матеріал підручника автор намагався викласти простою,
доступною мовою, проілюструвати малюнками та прикладами застосу-
вання математики в повсякденному житті.

Вивчення математики потребуватиме від вас наполегливості, логіки
мислення, просторової уяви.

У підручнику ви побачите умовні позначення. Ось що вони означають:
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 – означення та математичні твердження, які треба запам’ятати;
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 – запитання і завдання до теоретичного матеріалу;
 –  теорема;  –  наслідок;    –  доведення завершено;
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  –   «ключова» задача (задача, висновки якої використовуються
для розв’язування інших задач);

1.23  –  вправа для виконання в класі;
1.24   –  вправа для виконання вдома.
Усі задачі і вправи розподілено відповідно до рівнів навчальних до-

сягнень і виокремлено так:
з позначки 1
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 починаються вправи початкового рівня;
з позначки 
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 починаються вправи середнього рівня;
з позначки 
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инаються вправи достатнього рівня;
з позначки 

1

2

3

4  починаються вправи високого рівня.

Рубрика «Розв’яжіть задачі та виконайте вправи» містить
значну кількість завдань для класної і домашньої робіт, усних вправ,
практичних завдань, що відповідають темі параграфа та допоможуть

добре її опрацювати. У рубри Підготуйтеся до вивчення ново-
го матеріалу» пропонується виконати вправи, необхідні для вивчення
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наступної теми. У рубри «Життєва математика» зібрано задачі, 
які відображають реальні життєві ситуації, пов’язані з економічною гра-
мотністю і підприєм ливістю, екологічною безпекою, здоровим способом 
життя, громадянською відповідальністю, тобто всім тим, без чого немож-
ливо уявити людину в сучасному світі.

Підручник містить багато цікавих фактів з історії становлення та роз-
витку математичної науки, виникнення основних її понять, життєвого 
шляху українських учених, які долучилися до творення шкільного курсу 
математики.

Бажаємо вам успіхів у навчанні!

Øàíîâíі â÷èòåëüêè òà â÷èòåëі!

Програма з математики рівня стандарту складається з двох навчаль-
них курсів: алгеб ра і початки аналізу та геометрія. Тому пропонований 
підручник, відповідно до програми, також складається з двох частин.

Сподіваємося, що підручник суттєво допоможе вам в організації 
процесу навчання математики. Автор намагався створити його таким, 
щоб він у повній мірі реалізував мету державної програми з математи-
ки, формував в учнів науковий світогляд, усвідомлення що математичні 
знання є невід’ємною складовою загальної культури людини і необхід-
ною умовою повноцінного життя в сучасному суспільстві, допоміг оволо-
діти системою математичних знань, навичками та вміннями, потрібними
в повсякденному житті та в майбутній професійній діяльності, забезпе-
чив розвиток логічного мислення, інтуїції, просторової уяви, алгоритміч-
ної, інформаційної та графічної культури, формував життєві й предметні
компетентності, загальнолюдські цінності особистості, виховував націо-
нальну самосвідомість. 

Окрім традиційної структури (розділи, параграфи, рубрики), поділу 
навчального матеріалу на теоретичну та практичну складові, підручник 
містить рубрику «Життєва математика», що сприятиме реалізації на-
скрізних ліній програми з математики та допоможе формувати в учнів 
практичну компетентність. У підручник включено велику кількість задач 
і вправ, задач практичного змісту. Диференційованість задач і вправ за 
чотирма рівнями складності забезпечить особистісно орієнтований під-
хід до організації процесу навчання та сприятиме формуванню позитив-
ної мотивації учнів до навчання.

Додатковий дидактичний матеріал для узагальнення, системати-
зації та перевірки знань можна знайти на сайті видавництва «Генеза» 
geneza.ua.

Щасти вам у вашій нелегкій праці!
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ÔÓÍÊÖІЇ, 
ЇÕ ÂËÀÑÒÈÂÎÑÒІ 

ÒÀ ÃÐÀÔІÊÈ

Ó ÖÜÎÌÓ ÐÎÇÄІËІ ÌÈ

ïðèãàäàєìî, ùî òàêå îáëàñòü
âèçíà÷åííÿ òà ìíîæèíà çíà-
÷åíü, çðîñòàííÿ і ñïàäàííÿ
ôóíêöії; ÿê çíàéòè çíà÷åííÿ
ôóíêöії äëÿ äàíîãî çíà÷åííÿ
àðãóìåíòó і çíà÷åííÿ àðãóìåí-
òó çà âіäïîâіäíèì éîìó çíà÷åí-
íÿì ôóíêöії;

äіçíàєìîñÿ, ùî òàêå ïàðíіñòü,
 íåïàð íіñòü, íåïåðåðâíіñòü, ìî-
íîòîííіñòü ôóíêöії; êîðіíü
n-ãî ñòåïåíÿ іç ÷èñëà; ñòåïіíü
ç ðàöіîíàëüíèì ïîêàçíèêîì;
ñòåïåíåâà ôóíêöіÿ;

 íàâ÷èìîñÿ îïèñóâàòè âëàñòè-
âîñòі ôóíêöії, ó òîìó ÷èñëі çà 
її ãðàôіêîì; ñïðîùóâàòè, îá-
÷èñëþâàòè, îöіíþâàòè é ïîðіâ-
íþâàòè çíà÷åííÿ âèðàçіâ, ùî
ìіñòÿòü ñòåïåíі ç ðàöіîíàëü-
íèìè ïîêàçíèêàìè òà іððàöіî-
íàëüíі âèðàçè.

ÐÎÇÄІË 1



6

Ç ôóíêöієþ ìè ïî÷àëè çíàéîìèòè-
ñÿ â êóðñі àëãåáðè îñíîâíîї øêîëè.

Íàãàäàєìî îçíà÷åííÿ ôóíêöії.

)

Íàãàäàєìî, ùî ôóíêöії, çàçâè÷àé, ïîçíà÷àþòü ëàòèíñüêè-
ìè (іíêîëè ãðåöüêèìè) ëіòåðàìè.

Ðîçãëÿíåìî ôóíêöіþ f, ó ÿêîї êîæ-
íîìó íàòóðàëüíîìó çíà÷åííþ x âіä 1 äî 
5 âіäïîâіäàє ÷èñëî y, óäâі÷і áіëüøå çà x
(ìàë. 1.1). Ñòðіëêà âêàçóє íà ÷èñëî y, 
ÿêå âіäïîâіäàє ÷èñëó x. ×èñëî y íàçè-
âàþòü çíà÷åííÿì ôóíêöії f ó òî÷öі f x і 
ïîçíà÷àþòü ÷åðåç f(x). Íà ìàëþíêó 1.1,
çîêðåìà, f(3)  6.

Íàãàäàєìî, ùî íåçàëåæíó çìіííó x
ùå íàçèâàþòü àðãóìåíòîì ôóíêöії, à ïðî çàëåæíó çìіííó y
êàæóòü, ùî âîíà є ôóíê öієþ âіä öüîãî àðãóìåíòó.

Ïîçíà÷àþòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ñèìâîëîì D(f) àáî D(y).
Íàïðèêëàä, îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії, ÿêó ìè ðîçãëÿ-

íóëè âèùå, є ìíîæèíà, ùî ñêëàäàєòüñÿ іç ÷èñåë 1, 2, 3, 4, 
5, òîáòî D(f)  {1; 2; 3; 4; 5}, à îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії 
y  x2 – 2x + 3 є ìíîæèíà âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë, ùî ìîæíà çà-
ïèñàòè òàê: D(y)  R.

Çàäà÷à 1. Çíàéòè îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії: 

1) ;     2) .

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Îñêіëüêè çíàìåííèê äðîáó íå ìîæå äî-
ðіâíþâàòè íóëþ, òî îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії є ìíîæè-
íà óñіõ çíà÷åíü x, äëÿ ÿêèõ , òîáòî . Îòæå, 
D(y)  (–u;–1)  (–1; +u). 
2) Îñêіëüêè ïіäêîðåíåâèé âèðàç ìàє áóòè íåâіä’єìíèì, òî 
îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії є ìíîæèíà âñіõ òèõ çíà÷åíü x, 

ЧИСЛОВА ФУНКЦІЯ. 
ГРАФІК ФУНКЦІЇ§ 1. 

1. Ïîíÿòòÿ ôóíêöії,1.. ÏÏîííÿòòòÿÿ ôôôóíôóíêêöіїö ї,
її îáëàñòі âèçíà÷åííÿїї îáîááëàáëààñòàñòòіòіі âèі âèèçíèçííàíàà÷åà÷ååííåíííÿíÿ
і ìíîæèíè çíà÷åíüі ììííîææèèíèè ççíàà÷åííü

×èñëîâîþ ôóíêöієþ (àáî ôóíêöіîíàëüíîþ çàëåæíіñòþ) 
àçèâàþòü òàêó çàëåæíіñòü ìіæ äâîìà çìіííèìè, ïðè 

ÿêіé êîæíîìó çíà÷åííþ íåçàëåæíîї çìіííîї ç äåÿêîї 
ìíîæèíè âіäïîâіäàє çà ïåâíèì ïðàâèëîì єäèíå çíà-
÷åííÿ çàëåæíîї çìіííîї.

×
íà
ÿê

áëàñòþ âèçíà÷åííÿ ôóíêöії y  f(ff x) íàçèâàþòü ìíî-
æèíó âñіõ çíà÷åíü, ÿêèõ ìîæå íàáóâàòè àðãóìåíò x.

êàæóòü

Ï

Î
æ

Çàäà÷à 1.
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äëÿ ÿêèõ x – 2 I 0, òîáòî x I 2. Îòæå, D(y)  [2; +u).
Â і ä ï î â і ä ü. 1) D(y)  (–u;–1)  (–1; +u);  2) D(y)  [2; +u).

)

Ïîçíà÷àþòü ìíîæèíó çíà÷åíü ñèìâîëîì E(f) àáî E(y). Äëÿ 
ôóíêöії íà ìàëþíêó 1.1 ìàєìî: E(f)  {2; 4; 6; 8; 10}. Ùîá 
çíàéòè ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії y  x2 – 2x + 3, ïåðåòâîðè-
ìî âèðàç, ÿêèé çàïèñàíî ó ôîðìóëі ôóíêöії:

x2 – 2x + 3  x2 – 2x + 1 + 2  (x – 1)2 + 2. 
Îòæå, ôóíêöіþ ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿäі: y  (x – 1)2 + 2.

Îñêіëüêè (x – 1)2 I 0, òî (x – 1)2 + 2 I 2. Òîìó E(y)  [2; +u).

Çàäà÷à 2. Çíàéòè îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії .
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Çà îçíà÷åííÿì àðèôìåòè÷íîãî êâàä ðàòíîãî 
êîðåíÿ: . Òîäі: . Äàëі äîäàìî äî îáîõ ÷àñòèí 
öієї íåðіâíîñòі ÷èñëî 3, îòðèìàєìî: , òîáòî . 
Òîìó E(y)  (–u; 3].
Â і ä ï î â і ä ü. E(y)  (–u; 3].

ßê âіäîìî, ôóíêöії є ìàòåìàòè÷íèìè ìîäåëëÿìè ðåàëüíèõ 
ïðîöåñіâ і ÿâèù íàâêîëèøíüîãî ñâіòó. Òîìó їõ ÷àñòî çàñòîñî-
âóþòü ïіä ÷àñ äî ñëіäæåííÿ ðіçíîìàíіòíèõ ïðîáëåì ó ôіçèöі, 
åêîíîìіöі, áіîëîãії òîùî.

Çàäà÷à 3. Ïî÷àòêîâà âàðòіñòü äåÿêîãî îáëàäíàííÿ ñêëàäàє
200 000 ãðí. Ùîðîêó âîíà çìåíøóєòüñÿ íà 5 %. Çíàéòè:
1)  Ôóíêöіþ P çàëåæ íîñòі âàðòîñòі îáëàäíàííÿ âіä òåðìіíó åêñ-

ïëóàòàöії t (ðîêіâ).
2) Âàðòіñòü îáëàäíàííÿ ÷åðåç 4 ðîêè, âèêîðèñòîâóþ÷è ôóíêöіþ P.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Çà óìîâîþ ùîðîêó âàðòіñòü îáëàäíàííÿ 
ñòàíîâèòèìå 100 % – 5 %  95 % âіä âàðòîñòі îáëàäíàííÿ çà 
ìèíóëèé ðіê. Òîìó âàðòіñòü îáëàäíàííÿ ñêëàäàòèìå:
÷åðåç ðіê – , 
÷åðåç 2 ðîêè – , ...,
÷åðåç t ðîêіâ – . 
Ìàєìî ôóíêöіþ:

P(t)  , äå t  N.
2) ßêùî t  4, òî P(4)  200 000  0,954  162 901,25 (ãðí).

Â і ä ï î â і ä ü. 1) P(t)  ;   2) 162 901,25 ãðí.

Ìíîæèíîþ (àáî îáëàñòþ) çíà÷åíü ôóíêöії y  f(ff x)
àçèâàþòü ìíîæèíó, ùî ñêëàäàєòüñÿ ç óñіõ ÷èñåë f(ff x), 
å x  D(f).

Ì
íà
äå

Çàäà÷à 2.

Çàäà÷à 3. 
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Çàóâàæèìî, ùî ôóíêöіþ çàëåæíîñòі âàðòîñòі îáëàäíàí-
íÿ P âіä òåðìіíó åêñïëóàòàöії ìîæíà áóëî çíàéòè і çà ôîð-

ìóëîþ ñêëàäíèõ âіäñîò êіâ1: , òîáòî

Çàäà÷à 4. Çàïèñàòè ôîðìóëó äëÿ îá÷èñëåííÿ êіíåòè÷íîї 
åíåðãії êóëüêè ìàñîþ 50 ã. Ç’ÿñóâàòè, ÷è çàäàє öÿ ôîðìóëà
ôóíêöіþ, і, ÿêùî òàê, óêàçàòè її àðãóìåíò.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. ßê âіäîìî, êіíåòè÷íó åíåðãіþ  îá÷èñ-

ëþþòü çà ôîðìóëîþ . Òîìó ìàєìî: , òîá-

òî . 
Â і ä ï î â і ä ü.  є ôóíêöієþ âіä àðãóìåíòó v, äå v I 0.

Íàãàäàєìî, ùî ôóíêöіþ ìîæíà çà-
äàâàòè ðіçíèìè ñïîñîáàìè: ôîðìó-
ëîþ, ãðàôіêîì, òàáëèöåþ, ñëîâåñíî
òîùî.

Íàïðèêëàä, êîæíó ç ôóíêöіé, ÿêі ìè ðîçãëÿíóëè âèùå, 

y  x2 – 2x + 3, , , , , 

çàäàíî ôîðìóëîþ. Öåé ñïîñіá çàäàííÿ
ôóíêöії є äîñèòü çðó÷íèì, àäæå äàє çìîãó äëÿ äîâіëüíîãî çíà-
÷åííÿ àðãóìåíòó ç îáëàñòі âèçíà÷åííÿ ôóíêöії çíàéòè âіäïîâіäíå 
éîìó çíà÷åííÿ ôóíêöії, à ÷àñòî ðîçâ’ÿçàòè é îáåðíåíó çàäà÷ó.

Çàäà÷à 5. Ôóíêöіþ çàäàíî ôîðìóëîþ .

1) Çíàéòè çíà÷åííÿ ôóíêöії äëÿ x  4.
2) Ïîðіâíÿòè y(0) і y(1).
3) Çíàéòè, ïðè ÿêîìó çíà÷åííі àðãóìåíòó çíà÷åííÿ ôóíêöії
äîðіâíþє 0.

Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) . 

2) Îñêіëüêè , òî y(0) > y(1). 

3) Îñêіëüêè y  0, ìàєìî ðіâíÿííÿ: , çâіäêè x  –3.

Â і ä ï î â і ä ü. 1) y(4)  –7;   2) y(0)  > y(1);    3) x  –3.

1 Ôîðìóëó ñêëàäíèõ âіäñîòêіâ ìîæíà çíàéòè â ïіäðó÷íèêó 
«Àëãåá ðà. 9 êëàñ» («Ãåíåçà», 2017, àâòîð Іñòåð Î.Ñ., ñ. 178–179) àáî 
â іíøіé ìàòåìàòè÷íіé ëіòåðàòóðі.

Çàäà÷à 4.

2. Ñïîñîáè çàäàííÿ2.. Ñ. ÑÑïîÑïîîñîîñîîáèîáèè çè ççàäçàääàíäàíííÿííÿÿÿ
ôóíêöіéôóôóóíóííêöíêöіéöіéöіéééé

Çàäà÷à 5. 
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Çàäà÷à 6.  Ôîðìóëà îïèñóє çìіíó òåìïåðàòóðè âîäè â áàêó
(ó Ñ) çàëåæíî âіä ÷àñó t (ó õâ):

Çíàéòè: 1) p(10);     2) p(45);    3) p(80).
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Îñêіëüêè 0 < 10 < 40, òî p(10) îá÷èñëþє-
ìî çà ôîðìóëîþ p(t)  2t + 20. Îòæå, p(10)  2  10 + 20  40.
2) Îñêіëüêè 40 < 45 < 50, òî p(45)  100. 
3) Îñêіëüêè 50 < 80 < 120, òî p(80) îá÷èñëþєìî çà ôîðìó-
ëîþ . Îòæå, .
Â і ä ï î â і ä ü. 1) 40; 2) 100; 3) 76.
Ôóíêöіþ òàêîæ ìîæíà çàäàâàòè òàáëèöåþ. Òàáëè÷íèé ñïî-

ñіá çàäàííÿ äîçâîëÿє áåçïîñåðåäíüî âêàçàòè çíà÷åííÿ ôóíê-
öії, àëå ëèøå äëÿ ñêіí÷åííîãî íàáîðó çíà÷åíü àðãóìåíòó.

Ïðèïóñòèìî, ùîãîäèíè, ïî÷èíàþ÷è ç äåâ’ÿòîї ðàíêó і äî
ï’ÿòíàäöÿòîї, âèìіðþâàëè àòìîñôåðíèé òèñê і ðåçóëüòàò çàíî-
ñèëè â òàáëèöþ:

×àñ t, ãîä 9 10 11 12 13 14 15

Àòìîñôåðíèé òèñê p,
ìì. ðò. ñò.

754 755 757 755 754 753 754

Ó ðåçóëüòàòі îòðèìàëè ôóíêöіþ, îáëàñòü 
âèçíà÷åííÿ ÿêîї ñêëàäàєòüñÿ іç ÷èñåë 9; 10;
11; 12; 13; 14; 15 (÷èñëà ïåðøîãî ðÿäêà òà-
áëèöі), à ìíîæèíà çíà÷åíü – іç ÷èñåë 753; 
754; 755; 757 (÷èñëà äðóãîãî ðÿäêà òàáëèöі).

×àñòî ôóíêöіþ çàäàþòü çà äîïîìîãîþ ãðàôі-
êà. Ãðàôі÷íèé ñïîñіá çàäàííÿ äàє ìîæëèâіñòüÿ
óíàî÷íèòè âëàñòèâîñòі ôóíêöії. 

Íàïðèêëàä, íà ìàëþíêó 1.2 çîáðàæåíî, ÿê
çà ãðàôіêîì ôóíêöії ìîæíà çíàéòè її îáëàñòü 
âèçíà÷åííÿ і ìíîæèíó çíà÷åíü.

Íà ìàëþíêó 1.3 çîáðàæåíî âîëüò-àìïåðíі
õàðàêòåðèñòèêè äåÿêèõ åëåêòðè÷íèõ åëåìåí-
òіâ, òîáòî çàëåæíіñòü ñèëè ñòðóìó âіä íàïðó-
ãè çàäàíî ãðàôі÷íî. Öþ çàëåæíіñòü îòðèìàíî
íå çà äîïîìîãîþ ôîðìóëè, à åêñïåðèìåíòàëü-
íèì øëÿõîì.

Íà ìàëþíêó 1.4 çîáðàæåíî êàðäіîãðàìó 
ëþäèíè. Êàðäіîãðàìó ìîæíà ââàæàòè ãðàôі-
êîì çìіíè åëåêòðè÷íîãî ïîòåíöіàëó íà âîëîê-
íàõ ñåðöåâîãî ì’ÿçà ïіä ÷àñ éîãî ñêîðî÷åíü.

Çàäà÷à 6.

Ìàë. 1.3

Ìàë. 1.4
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Çàäà÷à 7. Çà ãðàôіêîì ôóíêöії y  f(x) íà ìàëþíêó 1.5 
çíàéòè: 1) îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії; 2) ìíîæèíó çíà÷åíü
ôóíêöії; 3) çíà÷åííÿ ôóíêöії äëÿ x  –1; x  2; 4) çíà÷åííÿ 
àðãóìåíòó, ïðè ÿêèõ y  –1; y  3.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Ñïðîåêòóєìî âñі 
òî÷êè ãðàôіêà íà âіñü x. Îòðèìàєìî
ïðîìіæîê [–2; 5]. Îòæå, D(y)  [–2; 5]. 
2) Ñïðîåêòóєìî âñі òî÷êè ãðàôіêà íà
âіñü y. Îòðèìàєìî ïðîìіæîê [–2; 4].
Îòæå, E(y)  [–2; 4].
3) Çà ãðàôіêîì: y(–1)  –1; y(2)  0.
4) Îñêіëüêè ïðÿìà y  –1 ïåðåòèíàє
ãðàôіê ó òî÷êàõ ç àáñöèñàìè x  –1 
і x  1, òî f(x)  –1 äëÿ x  –1 àáî
x  1. Ïðÿìà y  3 ïåðåòèíàє ãðàôіê ó
òî÷öі ç àáñöèñîþ 4. Îòæå, f(x)  3, ÿêùî x  4.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) D(y)  [–2; 5]; 2) E(y)  [–2; 4]; 3) y(–1)  –1; 
y(2)  0; 4) f(ff x)  –1, ÿêùî x  –1 àáî x  1; f(ff x)  3, ÿêùî x  4.
Ñëîâåñíèé ñïîñіá çàäàííÿ ôóíêöії ïîëÿãàє â òîìó, ùî ї

ôóíêöіîíàëüíó çàëåæíіñòü ôîðìóëþþòü ñëîâàìè. Íàïðèêëàä,
«êîæíîìó ÷èñëó x ñòàâèìî ó âіäïîâіäíіñòü êâàä ðàò öüîãî ÷èñ-
ëà, çìåíøåíèé íà 10». ßêùî ñêàçàíå çàäàòè ôîðìóëîþ, òî 
âîíà âèãëÿäàòèìå òàê: y  x2 – 10. Ñëîâåñíèé ñïîñіá çàäàííÿ 
ôóíêöії âèêîðèñòîâóþòü äóæå ðіäêî.

Ðàíіøå ìè âæå ïðàöþâàëè ç ôóíêöіÿìè âèãëÿäó y  kx + b, 

y  x2, , , y  ax2 + bx + c. Âèêîðèñòîâóþ÷è äî-

âіäêîâó ëіòåðàòóðó òà êîìï’þòåðíі ïðîãðàìè äëÿ ïîáóäîâè
ãðàôіêіâ ôóíêöіé, ïðèãàäàéòå âëàñòèâîñòі öèõ ôóíêöіé òà âè-
ãëÿä їõ ãðàôіêіâ.

Çàäà÷à 7. 

Ìàë. 1.5

ðàôіêîì ôóíêöії íàçèâàþòü ìíî-
èíó âñіõ òî÷îê êîîðäèíàòíîї ïëî-

ùèíè, àáñöèñè ÿêèõ äîðіâíþþòü
çíà÷åííÿì àðãóìåíòó, à îðäèíàòè – âіäïîâіäíèì їì çíà÷åí-
íÿì ôóíêöії.

Ãð
æè
ùè

3. Ãðàôіê ôóíêöії 333 Ã3. Ã3. ÃÃÃðÃð ôðàôðàôôіôіôіііêіê ôôôóíóííêíê іöіöііїіїії 

Ôóíêöіÿ – îäíå ç íàéâàæëèâіøèõ ïîíÿòü
ñó÷àñíîї ìàòåìàòèêè. Éîãî ïîÿâó
ó ÕVІІ ñò. ïîâ’ÿçóþòü іç ðîçâèòêîì ìåõàíі-

âòіëåííÿì ó æèòòÿ іäåї âèêîðèñòàííÿ ïîíÿòòÿ çìіííîї.
ôðàíöóçüêі ìàòåìàòèêè Ðåíå Äåêàðò (1596–1650) òà

Ôåðìà (1601–1665) ðîçãëÿäàëè ôóíêöіþ ÿê çàëåæíіñòü
àòè òî÷êè êðèâîї âіä її àáñöèñè.à
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
1.1. (Óñíî). ×è є ôóíêöієþ çàëåæíіñòü:

1) ;    2) ;     3) ;

4) ;      5) ;      6) ?

Äëÿ ôóíêöіé íàçâіòü íåçàëåæíó çìіííó (àðãóìåíò) òà çà-
ëåæíó (çíà÷åííÿ ôóíêöії).

1.2. Äëÿ ôóíêöії f(x)  (x – 2)3 çíàéäіòü f(2), f(1).

1.3. Äëÿ ôóíêöії g(x)  (x + 1)2 çíàéäіòü g(0), g(–1).

1.4. (Óñíî). Íà ìàëþíêàõ 1.6 і 1.7 çîáðàæåíî âіäïîâіäíіñòü
ìіæ ÷èñëàìè. ßêà ç íèõ є ôóíêöієþ? ×îìó?

      

             Ìàë. 1.6                 Ìàë. 1.7

1 Äåòàëüíіøå ïðî âèíèêíåííÿ і ðîçâèòîê ó÷åííÿ ïðî ôóíêöіþ
ìîæíà ïðî÷èòàòè â ïіäðó÷íèêó «Àëãåáðà. 9 êëàñ» (âèäàâíèöòâî 
«Ãåíåçà», àâòîð Î.Ñ. Іñòåð, ñ. 71–72) òà â äîäàòêîâіé ëіòåðàòóðі.

Òåðìіí «ôóíêöіÿ» (âіä ëàò. functio – âèêîíàííÿ, çâåðøåííÿ) 
äëÿ íàçâè çàëåæíîñòåé âïåðøå ââіâ íіìåöüêèé ôіëîñîô, ôіçèê і
ìàòåìàòèê Ãîòôðіä Ëåéáíіö (1646–1716). Âіí ïîâ’ÿçóâàâ ôóíê-
öіþ ç ãðàôіêàìè.

Øâåéöàðñüêі ìàòåìàòèêè Éîãàíí Áåðíóëëі (1667–1748) òà 
éîãî âèäàòíèé ó÷åíü Ëåîíàðä Åéëåð (1707–1783) ðîçãëÿäàëè ôóíê-
öіþ ÿê àíàëіòè÷íèé âèðàç, òîáòî âèðàç, óòâîðåíèé çі çìіííèõ
÷èñåë çà äîïîìîãîþ òèõ ÷è іíøèõ àíàëіòè÷íèõ îïåðàöіé (ìàòå-
ìàòè÷íèõ äіé). Ôóíêöіþ ÿê çàëåæíіñòü îäíієї çìіííîї âåëè÷èíè
âіä іíøîї ââіâ ÷åñüêèé ìàòåìàòèê Áåðíàðä Áîëüöàíî (1781–1848).

Íàéçàãàëüíіøå ñó÷àñíå îçíà÷åííÿ ôóíêöії çàïðîïîíóâàëà
â ñåðåäèíі ÕÕ ñò. ãðóïà ìàòåìàòèêіâ, ÿêà ïðàöþâàëà ïіä
ïñåâäîíіìîì Íіêîëà Áóðáàêі.1

 Що називають числовою функцією?  Що називають облас-
ю визначення функції і що множиною значень функції?  На-

звіть способи задання функцій, до кожного наведіть приклади.
 Що називають графіком функції?  Пригадайте, як будувати 

графіки за допомогою перетворень графіків функцій.

тттттттттюттттттттт
зззззззвзззз

111

1
11

2

3

4



12

Çíàéäіòü çíà÷åííÿ ôóíêöії (1.5–1.6):

1.5. 1) ó òî÷êàõ –1; 2; 0,1;

2)  ó òî÷êàõ 0; 2; –2.

1.6. 1)  ó òî÷êàõ 0; –1; 0,8; 

2)  ó òî÷êàõ 0; 1; 3.

1.7. (Óñíî). ×è є ãðàôіêàìè ôóíêöіé y  f(ff x) ôіãóðè, çîáðàæåíі íà 
ìàëþíêàõ 1.8–1.11?

          

   Ìàë. 1.8      Ìàë. 1.9       Ìàë. 1.10    Ìàë. 1.11

Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії (1.8–1.9):

1.8. 1) ;    2) ;    3) ;    4) .

1.9. 1) ;      2) ;      3) ;    4) .

1.10. Ôóíêöіþ çàäàíî ôîðìóëîþ . Çíàéäіòü:

1) f(5);      2) òàêå çíà÷åííÿ x, ïðè ÿêîìó f(x)  3.

1.11. Ôóíêöіþ çàäàíî ôîðìóëîþ . Çíàéäіòü:

1) g(–1);     2) òàêå çíà÷åííÿ x, ïðè ÿêîìó g(x)  –5.

Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (1.12–1.13):

1.12. 1) f(x)  x – 2;    2) ;        3) ;

4) ;    5) .

1.13. 1) f(x)  2x – 1;   2) ;        3) ;

4) ;    5) ;    6) .

1

22

3

4
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1.14. Ôóíêöіþ çàäàíî òàáëèöåþ:

x 1 2 3 4 5 6

y 5 –1 0 5 0 4

Çíàéäіòü: 1) çíà÷åííÿ ôóíêöії, ÿêùî x  2; 5; 2) çíà÷åí-
íÿ àðãóìåíòó, ïðè ÿêîìó çíà÷åííÿ ôóíêöії äîðіâíþє 4; 5;
3) îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії; 4) îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії.

1.15. Ôóíêöіþ çàäàíî òàáëèöåþ:

x –3 –2 –1 0 1 2 3

y 4 –1 0 5 3 4 0

Çíàéäіòü: 1) çíà÷åííÿ ôóíêöії, ÿêùî x  –2; 3;
2) çíà÷åííÿ àðãóìåíòó, ïðè ÿêîìó çíà÷åííÿ ôóíêöії äî-
ðіâíþє 0; 4;
3) îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії;
4) îáëàñòü çíà÷åíü ôóíêöії.

1.16. Çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü ãðàôіêà ôóíêöії y  x2

ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії:
1) y  x2 + 1;       2) y  x2 – 2;  
3) y  (x – 3)2;     4) y  (x + 2)2.

1.17. Çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåíü ãðàôіêà ôóíêöії  ïî-
áóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії:

1) ;       2) ; 

3) ;       4) .

1.18. Ïіä ÷àñ âіëüíîãî ïàäіííÿ òіëî äîëàє âіäñòàíü S  0,5gt2, 
äå t – ÷àñ ó ñåêóíäàõ, g  10 ì/ñ2. Ïîáóäóéòå ãðàôіê öієї 
ôóíêöії. ßêó âіäñòàíü ïîäîëàє òіëî çà 1 ñ? Çà ÿêèé ÷àñ 
òіëî ïîäîëàє 20 ì?

1.19. Íà ìàëþíêàõ 1.12–1.14 ôóíêöії çàäàíî ãðàôіêàìè. Äëÿ
êîæíîї ç ôóíêöіé óêàæіòü:
1) îáëàñòü âèçíà÷åííÿ;        2) îáëàñòü çíà÷åíü; 
3) êîîðäèíàòè òî÷îê ïåðåòèíó ç îñÿìè êîîðäèíàò.

       Ìàë. 1.12          Ìàë. 1.13          Ìàë. 1.14

1

2

33

4
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1.20. Ïîáóäóéòå ãðàôіê äåÿêîї ôóíêöії  y  f(x), îáëàñòü âèçíà-
÷åííÿ ÿêîї – ïðîìіæîê [0; 5], à îáëàñòü çíà÷åíü – ïðîìі-
æîê [–3; 3].

Çíàéäіòü îáëàñòü âèçíà÷åííÿ ôóíêöії (1.21–1.22):

1.21. 1) ;            2) ; 

3) ;          4) ; 

5) ;         6) ;

7) .

1.22. 1) ;            2) ; 

3) ;     4) ;   

5) ;         6) 

1.23. Äàíî ôóíêöіþ   

Çíàéäіòü f(–2); f (0);f f (1);f f (–3).f

1.24. Äàíî ôóíêöіþ  

Çíàéäіòü g(–3); g (–1);g g (0);g g (2).g

1.25. Íàâåäіòü ïðèêëàä ôóíêöії, îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ ÿêîї є:
1) ìíîæèíà âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë;
2) ìíîæèíà âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë, êðіì ÷èñëà 2;
3) ìíîæèíà âñіõ äіéñíèõ ÷èñåë, êðіì ÷èñåë 1 і –3;
4) ìíîæèíà âñіõ äіñíèõ ÷èñåë, áіëüøèõ àáî ðіâíèõ ÷èñëó 4.

Çíàéäіòü ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії (1.26–1.27):

1.26. 1) ;      2) ;       3) ;

4) ;      5) ;       6) .

1.27. 1) ;      2) ;       3) .
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1.28. Çíàéäіòü êîîðäèíàòè âåðøèíè ïàðàáîëè .
Ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії òà çíàéäіòü її îá-
ëàñòü çíà÷åíü.

1.29.  Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії:

1)    2)

1.30. Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії 

Çíàéäіòü ìíîæèíó çíà÷åíü ôóíêöії (1.31–1.32):

1.31. 1) ;      2) ; 

 3) ;        4) ;  

    5) ;     6) 

1.32. 1) ;    2) ;   3) .

Ïîáóäóéòå ãðàôіê ôóíêöії (1.33–1.34):

1.33. 1) ;

 2) ;

 3) ;

 4) .

1.34. 1) ;          2) ;  

 3) ;         4) .

Æèòò âà ìàòåìàòèêà
Ïëÿøå÷êà øàìïóíþ êîøòóє 40 ãðí. ßêó

íàéáіëüøó êіëüêіñòü òàêèõ ïëÿøå÷îê ìîæíà
ïðèäáàòè íà 170 ãðí ïіä ÷àñ äії àêöії, êîëè
çíèæêà íà öåé øàìïóíü ñêëàäàє 25 %?

1

2

3

44
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Ïiäãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
1.36. Ïîáóäóéòå ñõåìàòè÷íî ãðàôіê ôóíêöії òà çíàéäіòü ïðî-

ìіæêè çðîñòàííÿ òà ïðîìіæêè ñïàäàííÿ ôóíêöії:
1) ;      2) ;      3) ; 

4) ;       5) ;          6) .

1.37. Äàíî: f(x)  x4. Ïîðіâíÿéòå:

1) f(–2) і f(2) 2) і . 

×è ìîæíà äіéòè âèñíîâêó, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ x
ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâíіñòü: f(–x)  f(x)?

1.38. Äàíî: g(x)  x3. Ïîðіâíÿéòå:

1) g(3) і –g(–3);     2)  і .

×è ìîæíà äіéòè âèñíîâêó, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî çíà÷åííÿ x
ñïðàâäæóєòüñÿ ðіâíіñòü: g(–x)  –g(x)?

Ó öüîìó ïàðàãðàôі ìè ïðèãàäàєìî âæå âіäîìі íàì òà âè-
â÷èìî íîâі âëàñòèâîñòі ôóíêöіé.

Ó êóðñі àëãåáðè 9 êëàñó ìè âæå îç-
íàéîìèëèñÿ ç òàêèìè âëàñòèâîñòÿ-
ìè ôóíêöіé, ÿê çðîñòàííÿ і ñïàäàí-
íÿ. Ïðèãàäàєìî їõ.

Іíàêøå êàæó÷è, ôóíêöіþ y  f(x) íàçèâàþòü çðîñòàþ÷îþ 
íà äåÿêîìó ïðîìіæêó, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêèõ x1 і x2 іç öüî-
ãî ïðîìіæêó òàêèõ, ùî x2 > x1, ñïðàâäæóєòüñÿ íåðіâíіñòü 
f(x2) > f(x1). Íà ìàëþíêó 2.1 çîáðàæåíî ãðàôіê ôóíêöії
y  f(x), ÿêà çðîñòàє íà ïðîìіæêó [a; b], ïðè öüîìó ïðîìіæîê 
[a; b] íàçèâàþòü ïðîìіæêîì çðîñòàííÿ ôóíêöії.

МОНОТОННІСТЬ І НЕПЕРЕРВНІСТЬ ФУНКЦІЇ. 
ПАРНІ ТА НЕПАРНІ ФУНКЦІЇ§ 2. 

1. Ìîíîòîííіñòü1.. Ì. ÌÌîíÌîííîíîîòîîòîîíîííіñíіññòñòòüòü
ôóíêöіїôóôóóíóííêöíêöіїöіїöії

Ôóíêöіþ y  f(ff x) íàçèâàþòü çðîñòàþ÷îþ íà äåÿêîìó 
ðîìіæêó, ÿêùî áіëüøîìó çíà÷åííþ àðãóìåíòó іç öüî-

ãî ïðîìіæêó âіäïîâіäàє áіëüøå çíà÷åííÿ ôóíêöії.

Ô
ïð
ãî

Ôóíêöіþ y  f(ff x) íàçèâàþòü ñïàäíîþ íà äåÿêîìó ïðî-
іæêó, ÿêùî áіëüøîìó çíà÷åííþ àðãóìåíòó іç öüîãî 

ïðîìіæêó âіäïîâіäàє ìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêöії.

[a; b] í

Ô
ì
ïð



ÏÀÐÀËÅËÜÍІÑÒÜ 
ÏÐßÌÈÕ І ÏËÎÙÈÍ 

Ó ÏÐÎÑÒÎÐІ

Ó ÖÜÎÌÓ ÐÎÇÄІËІ ÌÈ

ïðèãàäàєìî àêñіîìè і îñíîâíі
ïîíÿòòÿ ïëàíіìåòðії;

äіçíàєìîñÿ ïðî àêñіîìè і îñ-
íîâíі ïîíÿòòÿ ñòåðåîìåòðії,
âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìèõ і
ïëîùèí ó ïðîñòîðі; ïàðàëåëü-
íå ïðîåêòóâàííÿ òà éîãî âëà-
ñòèâîñòі, îçíàêè ìèìîáіæíîñòі
ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíîñòі ïðÿìîї
і ïëîùèíè, ïàðàëåëüíîñòі ïëî-
ùèí;

 íàâ÷èìîñÿ êëàñèôіêóâàòè 
âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìèõ,
ïðÿìèõ і ïëîùèí, ïëîùèí ó
ïðîñòîðі; âñòàíîâëþâàòè ïà-
ðàëåëüíіñòü ïðÿìèõ, ïðÿìîї і
ïëîùèíè, ïëîùèí; ìèìîáіæ-
íіñòü ïðÿìèõ; áóäóâàòè ïàðà-
ëåëüíі ïðîåêöії ôіãóð.

ÐÎÇÄІË 1

ÃÅÎÌÅÒÐІß
×ÀÑÒÈÍÀ II×ÀÑÒÈÍÀ II
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Øêіëüíèé êóðñ ãåîìåòðії ñêëàäà-
єòüñÿ ç  ïëàíі ìåòðії і ñòåðåîìåòðії.
Ó êóðñі ïëàíіìåòðії 7–9 êëàñіâ ìè 
âèâ÷àëè âëàñòèâîñòі ïëîñêèõ ãåî-

ìåòðè÷íèõ ôіãóð, òîáòî ôіãóð, óñі òî÷êè ÿêèõ ëåæàòü â îäíіé 
ïëîùèíі (âіäðіçîê, êîëî, òðèêóòíèê òîùî).

Òåðìіí «ñòåðåîìåòðіÿ» ïîõîäèòü âіä ãðåö. «ñòåðåîñ» – ïðî-
ñòîðîâèé, «ìåòðåî» – ìіðÿòè.

Ó ñòåðåîìåòðії ðîçãëÿäàþòü ÿê âëàñòèâîñòі ôіãóð, âñі òî÷êè 
ÿêèõ ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі, – ïëîñêèõ ôіãóð, òàê і âëàñòè-
âîñòі ôіãóð, ó ÿêèõ íå âñі òî÷êè ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі, – 
ïðîñòîðîâèõ ôіãóð, ÿêі ùå íàçèâàþòü ãåîìåòðè÷íèìè òіëàìè.

Ó êóðñі ìàòåìàòèêè îñíîâíîї øêîëè ìè âæå îçíàéîìèëè-
ñÿ ç ãåîìåòðè÷íèìè òіëàìè – ïðÿìîêóòíèì ïàðàëåëåïіïåäîì, 
êóáîì, ïіðàìіäîþ, öèëіíäðîì, êîíóñîì òà êóëåþ (ìàë. 1.1). 
Ïðåäìåòè, ùî íàñ îòî÷óþòü, çàçâè÷àé ïîâòîðþþòü ôîðìó ïðî-
ñòîðîâèõ ôіãóð àáî їõ êîìáіíàöіé. Òîìó ãåîìåòðіÿ, çîêðåìà ñòå-
ðåîìåòðіÿ, ìàє і ïðèêëàäíå (ïðàêòè÷íå) çíà÷åííÿ. Ãåîìåòðè÷íі 
çàäà÷і äîâîäèòüñÿ ðîçâ’ÿçóâàòè â àðõіòåêòóðі òà áóäіâíèöòâі, 
ãåîäåçії і ìàøèíîáóäóâàííі, іíøèõ ãàëóçÿõ íàóêè é òåõíіêè.

       
     êóá      öèëіíäð      ïіðàìіäà      êîíóñ      êóëÿ

Ìàë. 1.1

Íà óðîêàõ ãåîìåòðії â 10–11 êëàñàõ ìè çíà÷íî ðîçøèðèìî 
òà ïîãëèáèìî çíàííÿ ïðî ãåîìåòðè÷íі ôіãóðè â ïðîñòîðі.

Îñíîâíèìè (íåîçíà÷óâàíèìè, ïåð-
âіñíèìè) ïîíÿòòÿìè â ñòåðåîìåòðії
є ïîíÿòòÿ òî÷êè, ïðÿìîї і ї ïëîùèíè.

Íàãàäàєìî, ùî óÿâëåííÿ ïðî 
òî÷êó äàє, íàïðèêëàä, ñëіä íà ïàïåðі âіä äîòèêó äîáðå çàãî-
ñòðåíîãî îëіâöÿ, ñëіä íà äîøöі âіä äîòèêó êðåéäè òîùî. Ïî-
çíà÷àòè òî÷êè, ÿê і ðàíіøå, áóäåìî âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè 
ëіòåðàìè A, B, C, D, … .

ОСНОВНІ ПОНЯТТЯ, АКСІОМИ СТЕРЕОМЕТРІЇ 
ТА НАЙПРОСТІШІ НАСЛІДКИ З НИХ§ 1. 

1. Ïðåäìåò 
ñòåðåîìåòðії

òåðåîìåòðіÿ – öå ðîçäіë ãåîìåòðії, ÿêèé âèâ÷àє âëà-
òèâîñòі ãåîìåòðè÷íèõ ôіãóð ó ïðîñòîðі.

ïëîùèí

Ò

Ñò
ñò

2. Îñíîâíі ïîíÿòòÿ 
ñòåðåîìåòðії
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Óÿâëåííÿ ïðî ïðÿìó äàє ïðîìіíü ñâіòëà, ñòðóíà íà ãіòàðі,
ðîçìіòêà ìіæ äâîìà ñìóãàìè ïðÿìîëіíіéíîї äîðîãè òîùî.
Ïðÿìі ìîæíà ïðîâîäèòè çà äîïîìîãîþ ëіíіéêè. Ïðè öüîìó
îòðèìóþòü çîáðàæåííÿ ëèøå ÷àñòèíè ïðÿìîї, à âñþ ïðÿìó 
óÿâëÿþòü íåñêіí÷åííîþ â îáèäâà áîêè. Ïîçíà÷àòè ïðÿìі, ÿê і
ðàíіøå, áóäåìî ìàëèìè ëàòèíñüêèìè ëіòåðàìè a, b, c, d, …
àáî äâîìà âåëèêèìè ëàòèíñüêèìè ëіòåðàìè çà íàçâàìè äâîõ
òî÷îê öієї ïðÿìîї: AB, CD, MN, … .

Óÿâëåííÿ ïðî ïëîùèíó äàє ïîâåðõíÿ
ñòîëà, ôóòáîëüíå ïîëå, âіêîííà øèáêà, ñòå-
ëÿ òîùî. Ïëîùèíó â ãåîìåòðії ââàæàþòü
ðіâíîþ òà íåîáìåæåíîþ, âîíà íå ìàє êðàþ
òà íå ìàє òîâùèíè. Íà ìàëþíêó ïëîùèíó
ïðèéíÿòî çîáðàæàòè ó âèãëÿäі ïàðàëåëî-
ãðàìà (ìàë. 1.2) àáî äîâіëüíîї çàìêíåíîї
îáëàñòі (ìàë. 1.3). Ïðè öüîìó îòðèìóþòü
çîáðàæåííÿ ëèøå ÷àñòèíè ïëîùèíè. Ïî-
çíà÷àòè ïëîùèíè ìîæíà ìàëèìè ãðåöüêè-
ìè ëіòåðàìè  (àëüôà),  (áåòà),  (ãàìà), ….

Îñíîâíі âëàñòèâîñòі íàéïðîñòіøèõ
ãåîìåòðè÷íèõ ôіãóð ó ñòåðåîìåòðії 
ôîðìóëþþòü çà äîïîìîãîþ àêñіîì.
Àêñіîìè є ïî÷àòêîâèìè іñòèííèìè

òâåðäæåííÿìè. Óñі àêñіîìè ïëàíіìåòðії, ÿêі âіäîìі íàì ç
7 êëàñó, ñïðàâäæóþòüñÿ і â ñòåðåîìåòðії. Íàãàäàєìî öі àêñіî-
ìè òà çàóâàæèìî, ùî êîëè ìîâà éäå ïðî «äâі òî÷êè» àáî «äâі
ïðÿìі», ââàæàєìî, ùî öі òî÷êè àáî ïðÿìі – ðіçíі.

Ìàë. 1.2

Ìàë. 1.3

3. Àêñіîìè 
ñòåðåîìåòðії

ßêà íå áóëà á ïðÿìà, іñíóþòü òî÷êè, ÿêі їé íàëå-
æàòü, і òî÷êè, ÿêі їé íå íàëåæàòü.
ІІ. ×åðåç áóäü-ÿêі äâі òî÷êè ìîæíà ïðîâåñòè ïðÿìó і
äî òîãî æ òіëüêè îäíó.
ІІІ. Ç òðüîõ òî÷îê íà ïðÿìіé îäíà і òіëüêè îäíà ëåæèòü 
ìіæ äâîìà іíøèìè.
ІV. Êîæíèé âіäðіçîê ìàє ïåâíó äîâæèíó, áіëüøó çà íóëü.
V. Äîâæèíà âіäðіçêà äîðіâíþє ñóìі äîâæèí ÷àñòèí, íà ÿêі
âіí ðîçáèâàєòüñÿ áóäü-ÿêîþ éîãî âíóòðіøíüîþ òî÷êîþ.
VІ. Êîæíèé êóò ìàє ïåâíó ãðàäóñíó ìіðó, áіëüøó çà 
íóëü. Ðîçãîðíóòèé êóò äîðіâíþє 180.
VІІ. Ãðàäóñíà ìіðà êóòà äîðіâíþє ñóìі ãðàäóñíèõ ìіð 
êóòіâ, íà ÿêі âіí ðîçáèâàєòüñÿ áóäü-ÿêèì ïðîìåíåì, ùî 
ïðîõîäèòü ìіæ éîãî ñòîðîíàìè.
VІІІ. Íà ïëîùèíі ÷åðåç òî÷êó, ùî íå ëåæèòü íà äàíіé 
ïðÿìіé, ìîæíà ïðîâåñòè ëèøå îäíó ïðÿìó, ïàðàëåëüíó 
äàíіé.

ð

І.
æ
ІІ
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Îñêіëüêè â ïëàíіìåòðії óñі ôіãóðè, ÿêі ìè ðîçãëÿäàëè, ëå-
æàëè â îäíіé ïëîùèíі, à â ñòåðåîìåòðії âîíè ìîæóòü ëåæàòè 
â ðіçíèõ ïëîùèíàõ, îñòàííÿ àêñіîìà, ÿêó íàçèâàþòü àêñіî-
ìîþ ïàðàëåëüíîñòі ïðÿìèõ, ïîòðåáóє óòî÷íåííÿ.

Íîâå ïîíÿòòÿ – ïëîùèíà – ïîòðåáóє ùå é ðîçøèðåííÿ ñèñ-
òåìè àêñіîì, òîáòî äîïîâíåííÿ ñòåðåîìåòðії àêñіîìàìè, ùî âі-
äîáðàæàþòü âëàñòèâîñòі òî÷îê, ïðÿìèõ і ïëîùèí ó ïðîñòîðі.

Òîìó ðîçãëÿíåìî íîâó ãðóïó àêñіîì – ãðóïó àêñіîì Ñ.

Íà ìàëþíêó 1.4 òî÷êè M і N íàëåæàòü ïëîùèíі  (ïëî-
ùèíà  ïðîõîäèòü ÷åðåç öі òî÷êè), à òî÷êè C, K і L – íå íà-
ëåæàòü öіé ïëîùèíі. Äëÿ çàïèñó, ÿê і ó ïëàíіìåòðії, áóäåìî
âèêîðèñòîâóâàòè ñèìâîëè  і . Òîìó òâåðäæåííÿ «òî÷êà M
íàëåæèòü ïëîùèíі » ìîæíà çàïèñàòè òàê: , à «òî÷êà
C íå íàëåæèòü ïëîùèíі » – òàê: .

    

  Ìàë. 1.4            Ìàë. 1.5                Ìàë. 1.6

Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî ïðÿìà íàëåæèòü ïëîùèíі, 
àáî ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìó. Íà ìàëþíêó 1.5 òî÷êè 
C і D ïðÿìîї m íàëåæàòü ïëîùèíі , òîìó і ïðÿìà m, ùî ïðî-
õîäèòü ÷åðåç öі òî÷êè, íàëåæèòü ïëîùèíі . Äëÿ çðó÷íîñòі 
çàìіñòü «ïðÿìà m íàëåæèòü ïëîùèíі » áóäåìî ïèñàòè: 

. Çàïèñ  îçíà÷àòèìå, ùî ïðÿìà n íå íàëåæèòü
ïëîùèíі , òîáòî іñíóє òàêà òî÷êà ïðÿ-
ìîї n, ÿêà íå íàëåæèòü ïëîùèíі 
(ìàë. 1.6 òà ìàë. 1.7). Íà ìàëþíêó 1.6
ïðÿìà n і ïëîùèíà  ìàþòü îäíó ñïіëüíó 
òî÷êó K. Ó öüîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî 
ïðÿìà n ïåðåòèíàє ïëîùèíó  â òî÷öі K. 
Öå çàïèñóþòü òàê: .

Àêñіîìà ÑІІ ìàє ðіçíі ïðàêòè÷íі çàñòîñóâàííÿ. Îäíå ç íèõ – 
ïåðåâіðêà «ðіâíîñòі» ëіíіéêè. Іç öієþ ìåòîþ ëіíіéêó ïðèêëàäà-
þòü êðàєì, ÿêèé ïåðåâіðÿþòü, äî ïëîñêîї ïîâåðõíі, íàïðèêëàä 
ñòîëó. ßêùî êðàé ëіíіéêè ðіâíèé, òî âіí óñіìà ñâîїìè òî÷êàìè 

І. ßêà á íå áóëà ïëîùèíà, іñíóþòü òî÷êè, ÿêі їé íàëå-
æàòü, і ÿêі їé íå íàëåæàòü.

Òîìó

Í

ÑІ
æ

ІІ. ßêùî äâі òî÷êè ïðÿìîї íàëåæàòü ïëîùèíі, òî âñі 
î÷êè ïðÿìîї íàëåæàòü öіé ïëîùèíі.

C íå íà

ÑІ
òî

Ìàë. 1.7
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ïðèëÿãàє äî ïîâåðõíі ñòîëó. ßêùî æ êðàé íåðіâíèé, òî â äå-
ÿêèõ ìіñöÿõ ìіæ íèì і ïîâåðõíåþ ñòîëó óòâîðþєòüñÿ ïðîñâіò.

ßêùî ÷åðåç ïðÿìó m ïðîõîäèòü äâі ðіçíі ïëîùèíè  і , 
òî êàæóòü, ùî ïëîùèíè  і  ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé m
(ìàë. 1.8), і çàïèñóþòü òàê: .

          Ìàë. 1.8                     Ìàë. 1.9

Íà ìàëþíêó 1.8 ïëîùèíè  і  ìàþòü ñïіëüíó òî÷êó Ð, 
òîáòî Ð íàëåæèòü ÿê ïëîùèíі , òàê і ïëîùèíі . Àêñіîìà ÑІІІ
ñòâåðäæóє, ùî òîäі ïëîùèíè  і  ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé
m, ïðè÷îìó òî÷êà Ð, â ñâîþ ÷åðãó, íàëåæàòèìå öіé ïðÿìіé m.

Ïðàêòè÷íîþ іëþñòðàöієþ öієї àêñіîìè є, íàïðèêëàä, ñòіé-
êіñòü íà ïіäëîçі áóäü-ÿêîї òðèíîãè (òàáóðåòà íà òðüîõ íіæêàõ,
ôîòîøòàòèâà òîùî). Òðè òî÷êè A, B, C, ÿêі є êіíöÿìè òðèíî-
ãè, çàâæäè ìîæíà ðîçìіñòèòè ó ïëîùèíі ïіäëîãè  (ìàë. 1.9),
òàêó ïëîùèíó íàçèâàþòü òðüîìà її òî÷êàìè – ïëîùèíîþ ABC
і ïîçíà÷àþòü (ABC(( ). ßêùî æ óçÿòè ÷îòèðè äîâіëüíі òî÷êè, òî
÷åðåç íèõ ìîæå íå ïðîõîäèòè æîäíà ïëîùèíà. Ïðàêòè÷íîþ
іëþñòðàöієþ öüîãî ôàêòó ìîæå ñòàòè ñòіëåöü, íіæêè ÿêîãî
ðіçíі çà äîâæèíîþ. Òîäі ñòіëåöü áóäå ñòîÿòè íà òðüîõ íіæêàõ,
òîáòî ñïèðàòèñÿ íà òðè òî÷êè ïëîùèíè ïіäëîãè, à êіíåöü ÷åò-
âåðòîї íіæêè (÷åòâåðòà «òî÷êà») íå áóäå ëåæàòè ó öіé ïëîùè-
íі і òîìó ñòіëåöü áóäå õèòàòèñÿ.

ІІІ. ßêùî äâі ïëîùèíè ìàþòü ñïіëüíó òî÷êó, òî âîíè ïå-
åòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç öþ òî÷êó.

(ìàë. 1

ÑІ
ðå

ІV. ×åðåç áóäü-ÿêі òðè òî÷êè, ùî íå ëåæàòü íà îäíіé ïðÿ-
іé, ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùèíó, і äî òîãî æ òіëüêè îäíó.

m, ïðè÷

Ï

ÑІ
ì

å î ð å ì à  1  (ïðî іñíóâàííÿ і єäè-
іñòü ïëîùèíè, ùî ïðîõîäèòü ÷å-

ðåç ïðÿìó і òî÷êó, ùî їé íå íàëå-
æèòü). ×åðåç ïðÿìó і òî÷êó, ùî їé 
íå íàëåæèòü, ìîæíà ïðîâåñòè ïëî-
ùèíó, і äî òîãî æ òіëüêè îäíó.

óäå õèòàò

Ò
íі
ðå

4. Íàéïðîñòіøі 
íàñëіäêè ç àêñіîì 
ñòåðåîìåòðії
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Ä î â å ä å í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðÿìó a і òî÷êó M, M  a
(ìàë. 1.10). 1) Ïîçíà÷èìî íà ïðÿìіé a äîâіëüíі òî÷êè C і D. 
Òî÷êè C, D і M íå ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé, òîìó ÷åðåç íèõ 
çà àêñіîìîþ ÑIV ìîæíà ïðîâåñòè ïëî-
ùèíó . Òî÷êè C і D ëåæàòü ó ïëîùè-
íі , à òîìó çà àêñіîìîþ ÑII âñÿ ïðÿ-
ìà a íàëåæèòü ïëîùèíі . Îòæå,
ïëîùèíà  ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìó a і
òî÷êó M.
2) Äîâåäåìî, ùî òàêà ïëîùèíà єäèíà. Ïðèïóñòèìî, ùî ÷å-
ðåç ïðÿìó a і òî÷êó M ïðîõîäèòü ùå ÿêàñü ïëîùèíà 1. Àëå 
òîäі öÿ ïëîùèíà ìàє ïðîõîäèòè і ÷åðåç òî÷êè C і D, ùî ëå-
æàòü íà ïðÿìіé a. Ìàєìî, ùî ÷åðåç òî÷êè C, D і M, ÿêі íå 
ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé, ïðîõîäÿòü äâі ðіçíі ïëîùèíè,  і 
1, ùî ñóïåðå÷èòü àêñіîìі ÑIV.
Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå, à òîìó ÷åðåç ïðÿìó a і òî÷-
êó M, ùî їé íå íàëåæèòü, ïðîõîäèòü єäèíà ïëîùèíà . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî ïðÿìі a і b,
ïðè÷îìó a  b  C (ìàë. 1.11). Ïîçíà-
÷èìî íà ïðÿìіé b òî÷êó M, à íà ïðÿ-
ìіé a – òî÷êó D, îáèäâі âіäìіííі âіä
òî÷êè C. Ìàєìî òðè òî÷êè M, C і D, ÿêі
íå ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé, à òîìó äàëі äîâåäåííÿ àíàëî-
ãі÷íі äî äîâåäåííÿ ïîïåðåäíüîї òåîðåìè. Ïðîïîíóєìî çàâåð-
øèòè éîãî ñàìîñòіéíî. 
Ç àêñіîìè ÑIV òà òåîðåì 1 і 2 âèïëèâàє, ùî ïëîùèíó ìîæíà 

çàäàâàòè:
1) òðüîìà òî÷êàìè, ùî íå ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé;
2) ïðÿìîþ і òî÷êîþ, ùî їé íå íàëåæèòü;
3) äâîìà ïðÿìèìè, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ.
Ùå îäèí ñïîñіá çàäàííÿ ïëîùèíè ðîçãëÿíåìî ïіçíіøå.

Çàäà÷à 1. Äîâåñòè, ùî ÷åðåç òðè òî÷êè, ÿêі ëåæàòü íà îäíіé 
ïðÿìіé, ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùèíó. Ñêіëüêè іñíóє òàêèõ ïëîùèí?
Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé òî÷êè A, B і C ëåæàòü íà îäíіé ïðÿ-
ìіé – ïðÿìіé a (ìàë. 1.12). 1) Çà àêñіîìîþ 1 іñíóє òî÷êà, ùî 
ïðÿìіé a íå íàëåæèòü, íàçâåìî її M1. Çà òåîðåìîþ 1 ÷åðåç
ïðÿìó a і òî÷êó M1 ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùèíó, íàçâåìî її 1. 
Âîíà ïðîõîäèòèìå ÷åðåç òðè äàíі òî÷êè.

Ìàë. 1.10

Ìàë. 1.11

Ò å î ð å ì à  2  (ïðî іñíóâàííÿ і єäèíіñòü ïëîùèíè, ÿêà
ïðîõîäèòü ÷åðåç äâі ïðÿìі, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ). ×åðåç 
äâі ïðÿìі, ùî ïåðåòèíàþòüñÿ, ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùè-
íó, і äî òîãî æ òіëüêè îäíó.

Çàäà÷à 1.  

1

2

3

4
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2) Çà àêñіîìîþ ÑІ іñíóþòü òî÷êè, ÿêі íå 
íàëåæàòü ïëîùèíі 1. Ðîçãëÿíåìî òî÷-
êó M2, ÿêà íå íàëåæèòü ïëîùèíі 1, à
òîìó íå íàëåæèòü і ïðÿìіé a, îñêіëüêè

. Òîäі ÷åðåç ïðÿìó a і òî÷êó M2
ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùèíó 2. Öÿ ïëî-
ùèíà òàêîæ, ÿê і ïëîùèíà 1, ïðîõî-
äèòü ÷åðåç òðè äàíі òî÷êè.
Ìіðêóþ÷è àíàëîãі÷íî, ìîæíà äіéòè âèñ-
íîâêó, ùî іñíóє áåçëі÷ ïëîùèí, ÿêі ïðî-
õîäÿòü ÷åðåç òðè òî÷êè, ùî ëåæàòü íà
îäíіé ïðÿìіé.
Â і ä ï î â і ä ü. Áåçëі÷.

Çàäà÷à 2. Äàíî ïëîùèíó  і ïàðàëåëîãðàì ABCD. ×è ìîæå
ïëîùèíі  íàëåæàòè:
1) òіëüêè îäíà âåðøèíà ïàðàëåëîãðàìà;
2) òіëüêè äâі âåðøèíè ïàðàëåëîãðàìà;
3) òіëüêè òðè âåðøèíè ïàðàëåëîãðàìà?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. Ó âèïàäêàõ 1) і 2) ìîæå (ìàë. 1.13 òà 1.14).

          

   Ìàë. 1.13         Ìàë. 1.14             Ìàë. 1.15

3) Ïðèïóñòèìî, ùî òðè âåðøèíè ïàðàëåëîãðàìà A, B і D íàëå-
æàòü ïëîùèíі , à âåðøèíà C – íі (ìàë. 1.15). Ïðîâåäåìî äіà-
ãîíàëі ïàðàëåëîãðàìà AC і BD. Íåõàé O – òî÷êà їõ ïåðåòèíó.
Îñêіëüêè  і , òî , à òîìó . Îñêіëüêè

 і , òî . Àëå C  AO, òîìó C  . Ìàєìî, ùî
âñі ÷îòèðè âåðøèíè ïàðàëåëîãðàìà íàëåæàòü ïëîùèíі  ùî
ñóïåðå÷èòü óìîâі. Îòæå, íàøå ïðèïóùåííÿ õèáíå, à òîìó
òіëüêè òðè іç ÷îòèðüîõ âåðøèí ïàðàëåëîãðàìà ABCD íå ìî-
æóòü íàëåæàòè ïëîùèíі .
Â і ä ï î â і ä ü. 1) Òàê; 2) òàê; 3) íі.

Îñêіëüêè ìè âæå çíàєìî äåÿêі âі-
äîìîñòі ïðî ïðÿìîêóòíèé ïàðàëå-
ëåïіïåä, êóá і ïіðàìіäó, ðîçãëÿíåìî
êіëüêà çàäà÷, ïîâ’ÿçàíèõ ç öèìè
ôіãóðàìè.

Ìàë. 1.12

Çàäà÷à 2.  

5. Íàéïðîñòіøі çàäà÷і 
ç ãåîìåòðè÷íèìè 
òіëàìè
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Çàäà÷à 3. Íà ìàëþíêó 1.16 çîáðàæåíî ïðÿìîêóòíèé ïàðà-
ëåëåïіïåä ABCDA1B1C1D1.
1) ×è íàëåæèòü òî÷êà C1 ïëîùèíі CDD1? 
2) Ó ÿêіé òî÷öі ïðÿìà AB ïåðåòèíàє ïëîùèíó 
B1C1C?
3) ßêà ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó B і
ïðÿìó CD? 
4) Ïî ÿêіé ïðÿìіé ïåðåòèíàþòüñÿ ïëîùèíè
ABC і A1B1B?
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 1) Ãðàíü ïðÿìîêóòíîãî ïàðàëåëåïіïåäà 
CDD1C1 íàëåæèòü ïëîùèíі CDD1. Òîìó òî÷êà C1 íàëåæèòü 
öіé ïëîùèíі.
2) Îñêіëüêè B  AB і B  (B1C1C), òî AB  (B1C1C)  B.
3) ×åðåç òî÷êó B і ïðÿìó CD ïðîõîäèòü ïëîùèíà BCD. 
4) Îñêіëüêè AB  ( ABC(( ) і AB  ( A(( 1B1B), òî (ABC(( )  (A(( 1B1B)  AB. 
Â і ä ï î â і ä ü. 1) Òàê;   2) B;   3) (BCD);   4) AB.

Çàäà÷à 4. Íà ìàëþíêó 1.17 çîáðàæåíî òðèêóòíó ïіðàìіäó
ABCD. Óêàæіòü:
1) óñі ïëîùèíè, ÿêèì íàëåæèòü ïðÿìà KL; 
2) òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìîї BN ç ïëîùèíîþ CAD; 
3) ïðÿìó ïåðåòèíó ïëîùèí DKB і ABC.
Ð î ç â ’ ÿ ç à í í ÿ. 
1) KL  (ACD(( ), KL  (DLB). 
2) Îñêіëüêè L  BN і L  (CAD),
òî BN  (CAD)  L.
3) Îñêіëüêè LB  (DKB) і LB  (ABC(( ),
òî (DKB)  (ABC(( )  LB.
Â і ä ï î â і ä ü. 1) (ACD( ), (DLB); 2) L; 3) LB.

Çàäà÷à 3.

Ìàë. 1.16

Çàäà÷à 4.

Ìàë. 1.17

Äàâíüîãðåöüêèé ó÷åíèé Åâêëіä ó ñâîїé âè-
äàòíіé ïðàöі «Íà÷àëà» çіáðàâ і óçàãàëü-
íèâ äîñâіä ãðåöüêèõ ìàòåìàòèêіâ. Áóëè 

Åâêëіäó é àêñіîìè ñòåðåîìåòðії, ÿêі ìè ðîçãëÿíóëè â 
ïàðàãðàôі. Òàê, íàïðèêëàä, àêñіîìó ÑІІ Åâêëіä ñôîðìó-
òàê: «×àñòèíè ïðÿìîї ëіíії íå ìîæóòü ëåæàòè îäíà

ëîùèíîþ, à іíøà – ó ñàìіé ïëîùèíі», à àêñіîìó ÑІІІ –
òàê: «Äâі ïëîùèíè ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé ëіíії».

Áåçñóìíіâíî, «Íà÷àëà» Åâêëіäà âæå ïîíàä äâà òèñÿ÷îëіòòÿ
ñëóãóþòü çðàçêîì äåäóêòèâíîї ïîáóäîâè ãåîìåòðії. Îäíàê ìà-
òåìàòèêè âïðîäîâæ ñòîðі÷ íàãîëîøóâàëè íà îñíîâíîìó íåäî-
ëіêó åâêëіäîâèõ àêñіîì – їõ íåïîâíîòі, òîáòî íåäîñòàòíîñòі
їõ äëÿ ÷іòêîї ëîãі÷íîї ïîáóäîâè ãåîìåòðії, çà ÿêîї êîæíå òâåð-
äæåííÿ ìàє áóòè ëîãі÷íî âèâåäåíå ç àêñіîì òà äîâåäåíèõ ðà-
íіøå òâåðäæåíü.íі

ììì
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Ðîçâ’ÿæiòü çàäà÷i òà âèêîíàéòå âïðàâè
1.1. Íàìàëþéòå ïëîùèíó , òî÷êó M, ùî íàëåæèòü öіé
ïëîùèíі, òà òî÷êó N, ÿêà öіé ïëîùèíі íå íàëåæèòü. Çà-
ïèøіòü âіäïîâіäíі òâåðäæåííÿ çà äîïîìîãîþ ñèìâîëіâ.

1.2. Íàìàëþéòå ïëîùèíó  òà ïðÿìó a, ùî їé íàëåæèòü. Çà-
ïèøіòü âіäïîâіäíå òâåðäæåííÿ çà äîïîìîãîþ ñèìâîëіâ.

1.3. Äàíî ïðÿìó m, ùî íàëåæèòü ïëîùèíі . Âèêîíàéòå ìà-
ëþíîê òà ïîçíà÷òå íà íüîìó òî÷êè A і B, ÿêі íàëåæàòü 
ïëîùèíі , àëå íå íàëåæàòü ïðÿìіé m.

1.4. Òî÷êè  A і B íàëåæàòü ïëîùèíі . Âèêîíàéòå ìàëþíîê òà 
ïîçíà÷òå íà íüîìó òî÷êó C, ÿêà íàëåæèòü ïëîùèíі , àëå
íå íàëåæèòü ïðÿìіé AB, òà òî÷êó K, ÿêà íå íàëåæèòü 
ïëîùèíі .

1.5. Íàìàëþéòå ïëîùèíó  òà ïðÿìó a, ùî ïåðåòèíàє її ó òî÷-
öі M. Ñêіëüêè òî÷îê ïðÿìîї a ëåæèòü ó ïëîùèíі ?

Óïðîäîâæ ñòîëіòü ìàòåìàòèêè âäàâà-
ëèñÿ äî ñïðîá äåäóêòèâíîї ïîáóäîâè ãåî-
ìåòðії, çàâåðøèâñÿ öåé ïðîöåñ ëèøå 
íàïðèêіíöі XIX ñò. çàâäÿêè ðîáîòàì ìà-
òåìàòèêіâ Ì. Ïàøà, Äæ. Ïåàíî, Äæ. Âå-
ðîíåçå, Ì. Ïієðі, і â ïåðøó ÷åðãó çàâäÿêè
âèäàòíîìó íіìåöüêîìó ìàòåìàòèêó Äà-
âèäó Ãіëüáåðòó. Ó ñâîїé êëàñè÷íіé ïðàöі
«Îñíîâè ãåîìåòðії» (1899) Ãіëüáåðò ñêîí-
ñòðóþâàâ àêñіîìàòèêó ãåîìåòðії òàêèì
÷èíîì, ùî ëîãі÷íà ñòðóêòóðà ãåîìåòðії 
ñòàëà àáñîëþòíî ïðîçîðîþ. Òàê, íàïðè-
êëàä, Ãіëüáåðò íå äàâ ïðÿìîãî îçíà÷åííÿ
îñíîâíèõ ãåîìåòðè÷íèõ îá’єêòіâ: òî÷êè,
ïðÿìîї, ïëîùèíè. Òå, ùî íåîáõіäíî çíàòè ïðî öі îá’єêòè, âіí
âèêëàâ â àêñіîìàõ, ÿêі є, ïî ñóòі, їõ íåïðÿìèìè îçíà÷åííÿìè.

Ñåðåä àêñіîì Ãіëüáåðòà є é àêñіîìè ñòåðåîìåòðії. Íàïðè-
êëàä, îäíó ç àêñіîì öüîãî ïàðàãðàôà Ãіëüáåðò ñôîðìóëþâàâ
òàê: «ßêùî òî÷êè A і B ïðÿìîї à ëåæàòü â ïëîùèíі , òî 
áóäü-ÿêà òî÷êà öієї ïðÿìîї ëåæèòü â ïëîùèíі ».

Ä. Ãіëüáåðò
(1862–1943)

 Що таке стереометрія?  Які фігури називають плоскими, 
 які – просторовими? Наведіть приклади плоских і просторо-

вих фігур.  На звіть основні поняття стереометрії.  Як зобра-
жають та позначають площини у стереометрії?  Сформулюйте
аксіо ми стереометрії.  Сформулюйте й доведіть найпростіші
наслідки з аксіом стереометрії.
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1.6. (Óñíî). ßêі ç òâåðäæåíü іñòèííі:
1) áóäü-ÿêі äâі òî÷êè çàâæäè íàëåæàòü îäíіé ïðÿìіé;
2) áóäü-ÿêі òðè òî÷êè çàâæäè íàëåæàòü îäíіé ïðÿìіé;
3) áóäü-ÿêі òðè òî÷êè çàâæäè íàëåæàòü îäíіé ïëîùèíі;
4) áóäü-ÿêі ÷îòèðè òî÷êè çàâæäè íàëåæàòü îäíіé ïëîùèíі?

1.7. Íà ìàëþíêó 1.18 çîáðàæåíî êóá ABCDA1B1C1D1.
1) ×è íàëåæèòü òî÷êà C ïëîùèíі ABD?
2) ×è íàëåæèòü òî÷êà B ïëîùèíі DCC1?
3) Ó ÿêіé òî÷öі ïðÿìà AA1 ïåðåòèíàє ïëî-
ùèíó ABC?
4) Óêàæіòü äåÿêó ïðÿìó, ùî ïåðåòèíàє 
ïëîùèíó AA1B.
5) ßêà ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó B
і ïðÿìó C1C?
6) Óêàæіòü äåÿêó ïðÿìó, ùî íàëåæèòü 
ïëîùèíі A1B1C1.

1.8. Íà ìàëþíêó 1.19 çîáðàæåíî òðèêóòíó ïіðàìіäó SABC, 
òî÷êó M, ùî íàëåæèòü ðåáðó AB, òà òî÷êó N, ùî íàëå-
æèòü ðåáðó SC.
1) ×è íàëåæèòü òî÷êà M ïëîùèíі ABC?
2) ×è íàëåæèòü òî÷êà B ïëîùèíі SAC?
3) Ó ÿêіé òî÷öі ïðÿìà SB ïåðåòèíàє ïëî-
ùèíó ABC?
4) Óêàæіòü äåÿêó ïðÿìó, ùî ïåðåòèíàє 
ïëîùèíó SBC.
5) ßêà ïëîùèíà ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó N
і ïðÿìó SA?
6) Óêàæіòü äåÿêó ïðÿìó, ùî íàëåæèòü ïëîùèíі SAB.

1.9. (Óñíî). ×è ìîæóòü äâі ðіçíі ïëîùèíè ìàòè ëèøå:
1) îäíó ñïіëüíó òî÷êó;         2) äâі ñïіëüíі òî÷êè;
3) òðè ñïіëüíі òî÷êè;           4) 2010 ñïіëüíèõ òî÷îê?

1.10. ×è ìîæóòü ïðÿìà і ïëîùèíà ìàòè ëèøå:
1) îäíó ñïіëüíó òî÷êó;         2) äâі ñïіëüíі òî÷êè;
3) òðè ñïіëüíі òî÷êè;           4) 999 ñïіëüíèõ òî÷îê?

1.11. Íà ìàëþíêó 1.19 çîáðàæåíî òðèêóòíó ïіðàìіäó SABC. 
Óêàæіòü:
1) ïðÿìó ïåðåòèíó ïëîùèí ASB і SMC;
2) ïëîùèíó, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìі BN іN SC.

1.12. Íà ìàëþíêó 1.18 çîáðàæåíî êóá ABCDA1B1C1D1. Óêàæіòü:
1) ïðÿìó ïåðåòèíó ïëîùèí DD1C1 і ABD;
2) ïëîùèíó, ÿêà ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìі A1B і AB1.

Ìàë. 1.18

Ìàë. 1.19

1

22

3

4



233

1.13. (Óñíî). ×è îäíàêîâі çà çìіñòîì òâåðäæåííÿ «ïðÿìà íà-
ëåæèòü ïëîùèíі» і «ïðÿìà é ïëîùèíà ìàþòü ñïіëüíó
òî÷êó»? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

1.14. Âіäîìî, ùî ÷åðåç òðè äàíі òî÷êè ìîæíà ïðîâåñòè ïðè-
íàéìíі äâі ïëîùèíè.
1) ßêå âçàєìíå ðîçìіùåííÿ öèõ òî÷îê?
2) Ñêіëüêè ïëîùèí ìîæíà ïðîâåñòè ÷åðåç öі òðè òî÷êè?

1.15. Âіäîìî, ùî ÷åðåç äàíі ïðÿìó і òî÷êó ìîæíà ïðîâåñòè 
ïðèíàéìíі äâі ïëîùèíè.
1) ßêå âçàєìíå ðîçìіùåííÿ ïðÿìîї і òî÷êè?
2) Ñêіëüêè ïëîùèí ìîæíà ïðîâåñòè ÷åðåç öі ïðÿìó і òî÷êó?

1.16. Äàíî äâі ïðÿìі, ÷åðåç ÿêі íå ìîæíà ïðîâåñòè ïëîùèíó.
×è ìîæóòü öі ïðÿìі ïåðåòèíàòèñÿ? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

1.17. Äàíî äâі ïëîùèíè, ÿêі íå ïåðåòèíàþòüñÿ. ×è ìîæóòü öі 
ïëîùèíè ìàòè ñïіëüíó òî÷êó? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

1.18. Ïëîùèíè  і  ìàþòü ñïіëüíі òî÷êè A, B і C.
1) ×è ìîæíà äіéòè âèñíîâêó, ùî  і  çáіãàþòüñÿ?
2) Ó ÿêîìó âèïàäêó ìîæíà äіéòè âèñíîâêó, ùî  і  çáі-
ãàþòüñÿ?

1.19. (Óñíî). ×îìó ìîòîöèêë ç êîëÿñêîþ ñòîїòü íà äîðîçі ñòіéêî,
à äëÿ ìîòîöèêëà áåç êîëÿñêè ïîòðіáíà äîäàòêîâà îïîðà?

1.20. ×îìó íåçàìêíåíі äâåðі âіä÷èíÿþòüñÿ, à çàìêíåíі äâåðі 
íåðóõîìі?

1.21. Ïðÿìі AB і CD ïåðåòèíàþòüñÿ. Äîâåäіòü, ùî ïðÿìі AC і
BD ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі.

1.22. ×åðåç ïðÿìі AB і AC ïðîâåäåíî ïëîùèíó. Äîâåäіòü, ùî
öіé ïëîùèíі íàëåæèòü ìåäіàíà AM òðèêóòíèêà ABC.

1.23. Äîâåäіòü, ùî ÷åðåç áóäü-ÿêó ïðÿìó і òî÷êó ìîæíà ïðî-
âåñòè ïëîùèíó. Ðîçãëÿíüòå äâà âèïàäêè.

1.24. Äîâåäіòü, ùî ÷åðåç áóäü-ÿêі òðè òî÷êè ìîæíà ïðîâåñòè 
ïëîùèíó. Ðîçãëÿíüòå äâà âèïàäêè.

1.25. Òðè ïðÿìі, ÿêі ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó P, ïåðåòèíàþòü
ïðÿìó a âіäïîâіäíî â òî÷êàõ A, B і C. Äîâåäіòü, ùî òî÷êè
A, B, C і P ëåæàòü â îäíіé ïëîùèíі.

1.26. Ïðÿìі AB і AC ïåðåòèíàþòü ïðÿìó a â òî÷êàõ M і N
âіäïîâіäíî. Äîâåäіòü, ùî òî÷êè A, B, C, M і N ëåæàòü â
îäíіé ïëîùèíі.

1.27. Ïðÿìà a ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòð êîëà. ×è ìîæíà ñòâåð-
äæóâàòè, ùî ïðÿìà ïåðåòèíàє êîëî? Âèêîíàéòå âіäïîâіä-
íèé ìàëþíîê.
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1.28. Ïðÿìà b ïðîõîäèòü ÷åðåç öåíòðè âïèñàíîãî і îïèñà-
íîãî êіë òðèêóòíèêà ABC. ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî 
ïðÿìà b íàëåæèòü ïëîùèíі ABC?

1.29. Ïðÿìà c ïåðåòèíàє ñòîðîíè AB і AC òðèêóòíèêà ABC. 
×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ïðÿìà c íàëåæèòü ïëîùè-
íі ABC?

1.30. Íà ìàëþíêó 1.20 çîáðàæåíî òðèêóòíó ïіðàìіäó DABC. 
Óêàæіòü:
1)  ïëîùèíè, ÿêèì íàëåæàòü ïðÿìі TE, MN, DB, AB, EC

(âðàõîâóéòå âñі ìîæëèâі âèïàäêè);
2)  òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìîї DN ç ïëîùèíîþ ABC; ïðÿìîї 

CE іç ïëîùèíîþ ABD;
3)  òî÷êè, ùî íàëåæàòü ÿê ïëîùèíі ADB, òàê і ïëîùè-

íі ABC;
4)  ïðÿìó, ïî ÿêіé ïåðåòèíàþòüñÿ ïëîùèíè DTC і ABC.

         Ìàë. 1.20                    Ìàë. 1.21

1.31. Íà ìàëþíêó 1.21 çîáðàæåíî ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïіïåä 
ABCDA1B1C1D1. Óêàæіòü:
1)  òî÷êè, ùî íàëåæàòü ÿê ïëîùèíі DCC1, òàê і ïëîùè-

íі BTB1;
2)  óñі ïëîùèíè, ÿêèì íàëåæèòü ïðÿìà DL;
3) òî÷êó ïåðåòèíó ïðÿìîї KM іç ïëîùèíîþ ABC; ïðÿìîї 

BN іç ïëîùèíîþ A1B1C1;
4)  ïðÿìó, ïî ÿêіé ïåðåòèíàþòüñÿ ïëîùèíè NB1C1 і ABC.

1.32. (Óñíî). ßê çà äîïîìîãîþ äâîõ íèòîê ñòîëÿð ìîæå ïåðå-
âіðèòè, ÷è ëåæàòü êіíöі ÷îòèðüîõ íіæîê ñòîëà (àáî ñòіëü-
öÿ) â îäíіé ïëîùèíі?

1.33. Ïëîùèíè  і  ïåðåòèíàþòüñÿ. Ïðÿìà a íàëåæèòü ïëî-
ùèíі  і ïåðåòèíàє ïëîùèíó  â òî÷öі A. Ïðÿìà b íàëå-
æèòü ïëîùèíі  і ïåðåòèíàє ïëîùèíó  â òî÷öі B. Äîâå-
äіòü, ùî AB – ïðÿìà ïåðåòèíó ïëîùèí  і .

1.34. Ïëîùèíè  і  ïåðåòèíàþòüñÿ ïî ïðÿìіé c. Ïðÿìà a íà-
ëåæèòü ïëîùèíі  і ïåðåòèíàє ïëîùèíó . ×è ïåðåòèíà-
þòüñÿ ïðÿìі a і c? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.
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1.35. Òî÷êà M íå íàëåæèòü ïëîùèíі òðèêóòíèêà ABC. Äîâå-
äіòü, ùî ïðÿìі MA і BC íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

1.36. Äàíî ïðÿìó l і òî÷êó P, ùî їé íå íàëåæèòü. Òî÷êà K íå
ëåæèòü ó ïëîùèíі, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç ïðÿìó l і òî÷êó
P. Äîâåäіòü, ùî ïðÿìі l і PK íå ïåðåòèíàþòüñÿ.

1.37. (Óñíî). ×è îäíàêîâі çà çìіñòîì òâåðäæåííÿ «ïðÿìі a і b
íàëåæàòü ðіçíèì ïëîùèíàì» і «ïðÿìі a і b íå íàëåæàòü 
îäíіé ïëîùèíі»? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

1.38. ABCDA1B1C1D1 – êóá (ìàë. 1.22).
1) Ïåðåìàëþéòå ìàëþíîê ó çîøèò òà ïîáóäóéòå òî÷êó ïå-

ðåòèíó ïðÿìîї KL іç ïëîùèíîþ ABC òà òî÷êó ïåðåòèíó
ïðÿìîї KL іç ïëîùèíîþ A1B1C1. Ïîáóäîâó îáґðóíòóéòå.

2) Çà ÿêîї óìîâè âêàçàíі òî÷êè ïîáóäóâàòè íåìîæëèâî?

          

        Ìàë. 1.22          Ìàë. 1.23          Ìàë. 1.24

1.39. PABC – òðèêóòíà ïіðàìіäà (ìàë. 1.23).
1) Ïåðåìàëþéòå ìàëþíîê ó çîøèò òà ïîáóäóéòå òî÷êó ïåðå-
òèíó ïðÿìîї MN іç ïëîùèíîþN ABC. Ïîáóäîâó îáґðóíòóéòå.
2) Çà ÿêîї óìîâè âêàçàíó òî÷êó ïîáóäóâàòè íåìîæëèâî?

1.40. Äâі âåðøèíè ïàðàëåëîãðàìà òà òî÷êà ïåðåòèíó éîãî äіàãî-
íàëåé íàëåæàòü ïëîùèíі . ×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî äâі
іíøі âåðøèíè ïàðàëåëîãðàìà òàêîæ íàëåæàòü ïëîùèíі ?

1.41. Âåðøèíà A îïóêëîãî ïëîñêîãî ÷îòèðèêóòíèêà íàëå-
æèòü ïëîùèíі  (ìàë. 1.24), à âåðøèíè B, C і D íå íàëå-
æàòü öіé ïëîùèíі. Ïðÿìі CB і CD ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó 
 âіäïîâіäíî â òî÷êàõ M і N. ×è ïðàâèëüíî âèêîíàíî 
ìàëþíîê 1.24? Âіäïîâіäü îáґðóíòóéòå.

1.42. Âåðøèíà D ïëîñêîãî ÷îòèðèêóòíèêà ABCD íàëåæèòü
ïëîùèíі , à âñі іíøі âåðøèíè – їé íå íàëåæàòü. Ïðÿìі
BC і AC ïåðåòèíàþòü ïëîùèíó  âіäïîâіäíî â òî÷êàõ K і
L. Äîâåäіòü, ùî òî÷êè K, L і D ëåæàòü íà îäíіé ïðÿìіé.

1.43. PABC – òðèêóòíà ïіðàìіäà (ìàë. 1.23). Ïðÿìà MN íå
ïàðàëåëüíà ïðÿìіé BC. Ïåðåìàëþéòå ìàëþíîê ó çîøèò
òà ïîáóäóéòå ïðÿìó ïåðåòèíó ïëîùèí AMN і ABC. Ïîáó-
äîâó îáґðóíòóéòå.
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1.44. ABCDA1B1C1D1 – ïðÿìîêóòíèé ïàðàëåëåïіïåä (ìàë. 1.22). 
Ïðÿìà KL íå ïàðàëåëüíà ïðÿìіé AD. Ïåðåìàëþéòå ìàëþ-
íîê ó çîøèò òà ïîáóäóéòå ïðÿìó ïåðåòèíó ïëîùèí KLC і 
ABC. Ïîáóäîâó îáґðóíòóéòå.

1.45. 1) Íåõàé A, B, C – òðè òî÷êè ïðîñòîðó. Äîâåäіòü äëÿ 
ïðîñòîðó íåðіâíіñòü AB J BC + CA.
2) Ñêіëüêè ïëîùèí ìîæíà ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êè M, N іN
P, ÿêùî MN  0,5 äì, NP  40 ìì, MP  8 ñì?

1.46. Ñêіëüêè ïëîùèí ìîæíà ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êè K, L і M, 
ÿêùî KL  5 ñì, LM  110 ìì, KM  0,6 äì?

1.47. Êîæíà ç òðüîõ ïðÿìèõ ïåðåòèíàєòüñÿ іç äâîìà іíøèìè. 
Ñêіëüêè ðіçíèõ ïëîùèí ìîæíà ïðîâåñòè ÷åðåç äàíі ïðÿ-
ìі, âçÿòі ïîïàðíî? Óêàæіòü і îáґðóíòóéòå âñі ìîæëèâі 
âèïàäêè.

1.48. Îñíîâè òðüîõ áіñåêòðèñ òðèêóòíèêà íàëåæàòü ïëîùè-
íі . ×è íàëåæàòü ïëîùèíі  âåðøèíè òðèêóòíèêà? Âіä-
ïîâіäü îáґðóíòóéòå.

1.49. Ñåðåäèíè òðüîõ ñòîðіí òðèêóòíèêà íàëåæàòü ïëîùèíі . 
×è íàëåæàòü ïëîùèíі  âåðøèíè òðèêóòíèêà? Âіäïîâіäü 
îáґðóíòóéòå.

1.50. Îñíîâè òðüîõ âèñîò òðèêóòíèêà íàëåæàòü ïëîùèíі . 
×è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî ïëîùèíі  íàëåæàòü і âåð-
øèíè òðèêóòíèêà?

òò âà ìàòåìàòèêà
1.51. Âіäíîøåííÿ âèñîòè äî øèðèíè
åêðàíà ìîíіòîðà äîðіâíþє 9 : 16. Äіàãî-
íàëü åêðàíà ìîíіòîðà äîðіâíþє 40 äþé-
ìіâ. Çíàéäіòü øèðèíó åêðàíà â ñàíòè-
ìåòðàõ.

ãîòóéòåñÿ äî âèâ÷åííÿ íîâîãî ìàòåðiàëó
1.52. Íà ïëîùèíі äàíî ïðÿìó m і òî÷êó A, ùî öіé ïðÿìіé íå 

íàëåæèòü. Ñêіëüêè ïðÿìèõ, ïàðàëåëüíèõ ïðÿìіé m, ìîæíà
ïðîâåñòè ÷åðåç òî÷êó A?

1.53. ABCD – ïàðàëåëîãðàì. Ó ïëîùèíі ïàðàëåëîãðàìà ïðîâå-
äåíî ïðÿìó KL, ïàðàëåëüíó BC. Äîâåäіòü, ùî .
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